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CAPITULO 1: INTRODUCCION

El objetivo deestelibro detexto esintroducir |os conceptostedricos necesarios sobre
Teoria de Lengugjes Formales, Graméticas y Autématas para un curso universitario de
Traductores, Procesadores, Compiladores e Intérpretes de lenguajes de programacion.

En este texto se presenta la Teoria de Graméticas y Lenguajes Formales, como una
herramienta matematica que permite abordar con rigor €l disefio de lenguajes de progra-
macion. Ademés sedesarrollan|os conceptosnecesarios paralaconstruccién de Autdmatas
parael reconocimiento de lenguajes de programacion.

La Teoria de los Lenguajes Formales tiene su origen en un campo aparentemente
bastante algjado de la Informatica: la Linguistica

Loslinguistasdelallamada escuela estructuralista americana habian elaborado por
los afios 50 algunas ideas informales acerca de la gramatica universal. Se entiende por
graméatica universal, una graméatica que caracterizalas propiedades generales de cual quier
lenguaj e humano.

El primer trabajo que desarroll6 teorias formales sobre graméticas y lenguajes fue
obra de Avram Noam Chomsky (1928-), quien es sin duda la figura mas destacada de la
linguistica moderna, tanto por desarrollar sus fundamentos matematicos, como por sus
teorias sobre €l origen y la naturaleza de los lengugj es natural es, aungue éstas Ultimas son
mas discutidas (Chomsky, 1956; 1959; 1962; y 1963).

En & campo de la Informatica, poco después de las primeras publicaciones de
Chomsky, €l concepto de Gramatica Formal adquirié gran importancia para la especifi-
cacion delenguajes de programaci n; concretamente, se defini6 con susteoriaslasintaxis
del lenguaje ALGOL 60 (con ligeras modificaciones sobre su version primitiva), usandose
unagraméticalibre decontexto. Ello condujo rdpidamenteal disefio riguroso dealgoritmos
de traduccion y compilacion.

Finalmente, y enlazando con € campo de la lingistica, la Teoria de Lenguajes
Formales esde gran utilidad paradl trabajo en otros campos de la | nformatica por g emplo
en Informética Tedrica, Inteligencia Artificial, Procesamiento de lenguajes naturales
(comprension, generacion, y traduccion) y Reconocimiento del Habla.

LaTeoriadelos Lengugjesy Gramaticas Formalestiene unarelacion directacon la
Teoria de Autdmatas, siendo posible establecer entre ambas una correspondencia deno-
minada en Algebraisomorfismo.
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LaTeoriade los Automatas proviene del campo de la Ingenieria Eléctrica. El cien-
tifico estadouni dense Claude Elwood Shannon (1916-2001), publicé variostrabaj os, donde
mostrabalas bases paralaaplicaciondelal 6gicaM atemati caal os circuitoscombinatorios
y secuenciales. A lo largo de las décadas siguientes, lasideas de Shannon se desarrollaron
considerablemente, dando lugar ala Teoria de Automatas (Shannon 1949; 1954 y 1956).

L osautématas son sistemas que reciben informacién, latransforman y producen otra
informacién que se transmite al entorno.

La Teoriade Autématas tiene aplicacion en campos muy diversos :

- Logicade los Circuitos Secuenciales

- Teoriade Control de Sistemas

- Teoriade la Comunicacion

- Arquitectura de Ordenadores

- Redes Conmutadoras y Codificadoras

- Teoriadelos Sistemas Evolutivos y Auto-reproductivos
- Reconocimiento de patrones

- Redes Neuronales

- Reconocimiento y procesado de lenguajes de programacion
- Traduccion de lenguajes

- Teoria de Lenguajes Formales

En este texto la Teoria de Autdmatas se aplicara principalmente los tres Ultimos
campos enumerados. Dentro del campo de los Traductores, Procesadores, Compiladores
e Intérpretes se aplicaran los lenguajes, graméticas y autématas de tipo 3 para la cons-
truccion de analizadores Iéxicos, y los de tipo 2 para la construccién de analizadores
sintacticos.
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CAPITULO 2: DEFINICIONESPREVIAS

En este capitulo se introducen un conjunto de definiciones elementales necesarias
para los desarrollos tedricos posteriores. Se definen de forma intuitiva, especificandose
algunas de ellas de manera formal en capitul os posteriores.

2.1 Simbolo

Esunaentidad abstracta, que no sevaadefinir, pues se dejaracomo axioma. Al igual
gue no se define punto en Geometria. Normalmentelossimbolossonletras(a, b, ¢, . . . ,2),
digitos (0, 1, .. ., 9), y otros caracteres (+, -, *, /, ?,...). Los simbolos también pueden
estar formados por varias letras o caracteres, asi por gy emplo las palabras reservadas de
un lengugj e de programacion son simbolos de dicho lengugje.

2.1.1 Ejemplos
a,b,c,#,0,1,+,* then, begin, end, else

2.2 Vocabulario o alfabeto

Es un conjunto finito de simbol os, no vacio. Paradefinir que un simbolo a pertenece
aun alfabeto V se utilizala notacién a [0 V. Los afabetos se definen por enumeracién de
los simbolos que contienen, asi por ejemplo se presentan a continuacién varios alfabetos.

Ejemplos2.2.1
V,={A,B,C,D,E,F,G,H,...,X,Y,Z}
V,={a,b,c,d,0,1,2,3,4,* ,#,+}
Vs={0,1}

V, = {if, then, begin, end, else, a, b, ; , =, >}

También sepuededefinir lastablas ASCII y EBCDIC comolosalfabetos de distintos
ordenadores.

2.3 Cadena

Una cadena es una secuencia finita de simbolos de un determinado alfabeto.
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Ejemplos2.3.1
Se utilizan los vocabularios de los g emplos del epigrafe 2.2.1.

abch es una cadena del alfabeto V,

a+2*b esunacadenadel afabetoV,

000111 es una cadena del alfabeto V,

if a>b then b=a; es unacadenadel alfabeto V,

2.4 Longitud de cadena

La longitud de una cadena es el nimero de simbolos que contiene. La notacion
empleada es laque se indica en los siguientes gjemplos.

Ejemplos2.4.1
Se utilizan las cadenas de los jemplos del epigrafe 2.3.1.

| abcb |- 4
la+2*b |- 5

| 000111 |- 6
[ifa>bthena=b;|-9

2.5 Cadenavacia

Existe una cadena denominada cadena vacia, que no tiene simbolosy se denota con
A , entonces su longitud es :

[A]-0

2.6 Concatenacion de cadenas

Sean a y 3 dos cadenas cualesquiera, se denomina concatenacion dea y 3 auna
nuevacadenadf3 constituidapor los simbolosdelacadenaa seguidos por losdelacadena

B.

El elemento neutro de la concatenacién es A :

oA=Ao=a
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2.7 Universo del discurso

El conjunto detodas| ascadenas que se pueden formar conlossimbolosde un alfabeto
V sedenominauniverso del discursodeV y serepresentapor W(V). Evidentemente W (V)
es un conjunto infinito. La cadena vacia pertenece aW(V).

Ejemplo2.7.1
Sea un afabeto con unasolaletraV ={ a}, entonces el universo del discurso es:
W(V)={A,a aa, aaa, aaaa, ...}

gue contiene infinitas cadenas.

2.8Lenguaje

Sedenominalenguajesobreun alfabeto V aun subconjunto del universo del discurso.
También se puede definir como un conjunto de palabras de un determinado alfabeto.

Alguien puede pensar gque los lenguajes se pueden definir porenumeracion de las
cadenas que pertenecen a dicho lenguaje, pero este método ademas de ineficiente, esen
muchos casos imposible (habitualmente un lengugje tiene infinitas cadenas). Asi los
lenguaj es se defienen por |as propiedades que cumplen las cadenas del lengugje.

Ejemplo 2.8.1

El conjunto de palindromos (cadenas que se leen igual hacia adelante, que hacia
atrés) sobre el afabeto {0,1} . Evidentemente este lenguaje tiene infinitas cadenas.

Algunas cadenas de este lenguaje son:

A
0

1

00

11

010
0110
000000
101101
111111
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100001
001100
1101011
0010100

2.9 Lenguajevacio

Existe un lenguaje denominado €l lenguaje vacio, que es un conjunto vacio y que se
denotapor { O} . El lenguaje vacio no debe confundirse con un lenguaj e que contenga una
sola cadena, y que ésta sea la cadena vacia, esdecir { A}, ya que € nimero de elementos
(cardinalidad) de estos dos conjuntos es diferente.

Cardina ({0})=0
Cardina ({\}) = 1

2.10 Gramaética

Lagraméticaesun enteformal paraespecificar, de unamanerafinita, e conjunto de
cadenas de simbol os que constituyen un lenguaje.

2.11 Autdmata

Un autémata es una construccion | 6gicaque recibe unaentraday produce una salida
en funcién de todo lo recibido hasta ese instante.

En €l caso de los Procesadores de Lenguaj e un autémata es una construccion l6gica
gue recibe como entrada una cadena de simbolos y produce una salidaindicando si dicha
cadena pertenece 0 no a un determinado lenguaje.
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CAPITULO 3: DEFINICION FORMAL DE GRAMATICA

Unagramaética es una cuédrupla :
G=(VT,VN,S,P)
donde:

VT = {conjunto finito de simbolos terminal es}

VN = { conjunto finito de simbolos no terminal es}

Sesel simboloinicial y perteneceaVN.

P = { conjunto de producciones o de reglas de derivacion}

Todaslascadenasdel lenguaje definido por lagramati caestan formados con simbolos
del vocabulario terminal VT. El vocabulario terminal se define por enumeracion de los
simbolos terminales.

El vocabulario no terminal VN es el conjunto de simbolos introducidos como ele-
mentos auxiliares paraladefinicion delagramatica, y que no figuran en las sentencias del
lengugje. ElI vocabulario no termina se define por enumeracién de los simbolos no
terminales.

Lainterseccién entre el vocabulario terminal y no terminal es el conjunto vacio :
{VN} n {VT} ={0}

Launidn entre el vocabulario terminal y no terminal es el vocabulario :
{VN} O{VT} ={V}

En ocasiones esimportante distinguir si un determinado vocabulario incluyeo no la
cadenavacia, indicandose respectivamente con superindice + o superindice*, tal como se
muestra a continuacion :

Vi=V - {N
V' =V +{N

El simbolo inicial S esun simbolo no terminal a partir del cual se aplican lasreglas
de la gramatica para obtener las distintas cadenas del lenguaje.
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Lasproducciones P son lasreglasque seaplican desdeel simboloinicial paraobtener
las cadenas del lengugje. El conjunto de producciones P se define por medio de la enu-
meraci6n delas distintas producciones, en formadereglaso por medio de un metalenguaje
por ggemplo BNF (Backus Naur Form) o EBNF (Extended Backus Naur Form).

Ejemplo 3.1

Sealagramética: G=(VT, VN, S P)dondeVT ={a, b}, VN ={S}, y € conjunto
de producciones es :

S_ab
S . a%

Ejemplo 3.2
SealagramaticaG = ({a, b,c,d} ,{S A, B} , S P) donde P son las producciones :

S - ASB
A-b
aaA - aaBB
S-d

A - aA

B - dcd

Ejemplo 3.3
SealagraméticaG = (VN, VT, S, P) donde:

VN ={ <nimero> , <digito> }
VT={0,123,45,6,78,9}
S = <ndmero>

Lasreglas de produccion P son :

<numero> ::= <digito> <nimero>
<numero> ::= <digito>
<digito>::=0]1|2|3|4|5|6|7|8]9

Ejemplo 3.4
SealagraméticaG = (VN, VT, S, P) donde:
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VN = { <digito>, <otroDigito> , <Base2>, <vacio>}
VT={0,1}
S =<Base2>

Lasreglas de produccion P son :

<Base2> ::= <digito> <otroDigito>

<otroDigito> ::= <digito> <otroDigito> | <vacio>
<digito> =01

<vacio> ;=

3.5 Notacion

Seusaralague sedescribe acontinuacion, por ser lamas extendidaen labibliografia
Aho y Ullman (1973a, 1973b), Hopcroft y Ullman (1979), Aho et al. (1986), Sanchis 'y
Morales (1986), Alfonseca et al. (1987), y Sanchez y Valverde (1989).

3.5.1 Vocabulario terminal
Los elementos del vocabulario terminal se representan por :

- letras minudscul as de comienzo del abecedario: a, b, ¢, ..., Q.

- operadorestalescomo: +,-,* ,/, ...

- caracteresespeciaes: #,@,(,),.,;, ...

- losdigitos: 0,1,...,9

- las pal abras reservadas de |enguajes de programacién con letras minuscul as
y en negrita: if, then, else, . . .

3.5.2 Vocabulario no terminal
Los elementos del vocabulario no terminal se representan por :

- letras mayusculas de comienzo del abecedario: A, B,..., G. La Unica
excepcion suele ser el simbolo inicial que se representacon S.

- nombres en mindscula, pero encerrados entre paréntesis angulares : <ex-
presiéon>, <operador>, . . .

3.5.3Vocabulario

Los elementos indiferenciados del vocabulario terminal y no terminal se denotan
con:
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- las letras mayUsculas del final del abecedario: U, V, W, X, Y, Z.

3.5.4 Cadenasterminales
L as cadenas compuestas totalmente por simbolos terminal es se representan como :

- lasletras minusculas del final del abecedario: t, u, v, X, y, z.

3.5.5 Cadenas

L as cadenas que contienen simbolos terminales y no terminales indiferenciados se
representan por :

- letrasminlsculas griegas: a, B, Yy, O, E,...

-10 -
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CAPITULO 4: RELACIONESENTRE CADENAS

En este capitul o se muestran lasrel aciones de derivacion directay dederivacion entre
las cadenas de un determinado lenguaje descrito por una gramatica.

4.1 Relacion de derivacion directa
SeaunagramaticaG = (VN,VT,S,P), s a — 3 es unaproduccion, es decir
(a - B)OP

y Yy apesunacadena, esdecir yop OV", entonceslascadenasyapy y B pestan enla

relacién de derivacion directa de lagramética G, que se puede expresar por:
yap - yBp

y sepuededecir quelacadenay [3 pderivadirectamentedelay a g obienque y a pproduce

directamentey 3 penlagraméticaG. De ahi el nombre de producciones paraloselementos
deP.

Ejemplo4.1.1

Sealagramética: G=(VT,VN, S P)dondeVT ={a, b}, VN ={S}, y € conjunto
de producciones es :

S_ab
S . a%

Seobtienelasiguiente derivacion directa, al sustituir laprimerareglaenlasegunda :

S - aabb

4.2 Relacion de derivacion

Seana, y o,, cadenaspertenecientesaVV ™, se dice que estan en relacion de derivacion

enlagraméticaG si existen o, 0,05..., 0, tales que :

-11 -
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a, - a,
a, - A,

a, — o,

a(m—l) - am
Se escribira entonces:

diciéndose que a,, derivade a, , 0 que a, produce a,, .

Ejemplo4.2.1

SealagraméticaG = ({S A, B}, {a, b, ¢, d}, S, P) donde P son las siguientes reglas
de produccion, que en este caso se humeran para su posterior identificacion cuando se
usen.

(1) S . AB

) A-b

(©) aaA _ aaBB
(4) S-d

(5) A - aA

(6) B - dcd
Por aplicacion de derivaciones inmediatas a partir del simbolo inicia se obtiene la
derivacion :
S - abddcd

Las derivaciones inmediatas necesarias para llegar a la derivacion anterior se
muestran a continuacién, indicandose en cada paso el nimero de laregla aplicada.

&) ) @ @ ®)
S - ASB - aASB - abSB - abdB - abddcd

-12 -
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CAPITULO 5: SENTENCIAS O INSTRUCCIONES

Se denominan sentencias o instrucciones de un lengugje a cualquier cadena que sea
€l resultado Ultimo de una derivacion a partir del simbolo inicial Sy que esta compuesta
Unicamente por simbolos terminales, es decir

S - a, y o, dvT

Ejemplo5.1

Utilizando larelacion de derivacion directadel ggemplo 4.1.1, laderivacion dalugar
alasentencia:

aabb

Ejemplo 5.2
Continuando con e gjemplo 4.2.1, la derivacion dalugar ala sentencia:

abddcd

-13-
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CAPITULO 6: DEFINICION FORMAL DE LENGUAJE

El lenguge L (G) generado por unagramaticaG esel conjunto detodaslas sentencias
gue puede generar G. Es decir expresado formal mente :

L(G) ={n0OVT/S - 1}
Una sentencia pertenecealL(G) S :

- estéd compuesta de simbolos terminales
- la sentencia puede derivarse del simbolo inicial S aplicando las reglas de
produccion de lagramética.

6.1 Propiedad
Dos gramaticas son equivalentes st ambas generan €l mismo lenguaje.

G,y G, son equivalentessi L(G,))=L(G,)

Ejemplo 6.2

Sea la gramatica definida por G, = ({$}, {0,1}, SP) donde P={(S - 000S111),
(OSL - 01)}. Determinar €l lenguaje que genera.

Solucién : Launicaformade generar sentencias es aplicando cualquier n° de veces
la primera produccion y terminando con la aplicacion de la segunda, asi se obtiene el
lengugje.

S - 000S111 - 000000S111111 — (11 0®""Yps11E"~D _, oBm16M

Por consiguiente el lenguaje que genera esta gramatica es el conjunto infinito de
instrucciones gue se indica a continuacion :

L(G,) = {0°"1®/n > 1}

Ejemplo 6.3

Si la 22 produccién de lagraméticadel ggemplo 6.2 fuese S — 01 el lengugje seria:

L(G3) — {O(3n+1)1(3n+1)/n > q

-14 -
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Ejemplo 6.4

SealagramaticaG, = ({S},{a,b}, S P) dondeP={(S - av), (S - ab)}.Determinar
el lengugje que genera.

Solucion : Aplicando la primera produccién n-1 veces, seguida por la aplicacion de
la segunda produccion, se tiene que:

S - a% - aaSb - a’sh® - OT- a® s . a"b"
El lenguaje generado :
L(Gy)={a"b/n=1}

Ejemplo 6.5
Dada lagramética G; = ({SA}, {a,b}, S, P) donde P={(S - abAS), (abA - baab),
(S - a), (A - b)}. Determinar €l lenguaje que genera.

Solucién : Segeneran sentenciasdel lenguajeaplicando lasreglashastaque se pueda
ver laformageneral del lenguaje.

S - abAS - baabS - baaba

S-a

S - abAS - abbS -, abba

S - abAS - abAabAS - [II1- (abA)"S - (abb)"a

S - abAS - abAabAS - 11~ (abA)"S - (baab)"a
S - abAS - abAabAS - abbbaaba

S o abAS - abAabAS - baababba
S - abAS - abAabAS - abAabAabAS -. baababbbaaba

L(Gs) = { cadenas que contienen abb y baab intercambiandose y reproduciéndose
cualquier nimero de veces, y terminando siempre con € simbolo a}

Se puede observar que la forma de expresar este lenguaje no es simple, y surge la
necesidad de tener una herramienta que permita describir los lengugjes de otraforma.

Ejemplo 6.6
SealagraméticaGg = ({SA,B}, {a,b}, S, P) donde las producciones P son :

-15-
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S - aB A - bAA
S - bA B-b

A-a B - bS
A - aS B - aBB

Determinar € lenguaje que genera.
Solucién : Se generan algunas instrucciones.

S-aB - ab

S - bA - ba

S - aB - abS - abbA - abba

S - bA - bbAA - bbaa

S - aB - abS - abaB - ababS - ababaB - ababab

Se puede demostrar (Hopcroft y Ullman (1979), pp. 81-82) que el lenguaje generado

L(Gg) = { cadenas que tienen igual n° de a que de b}

La demostracion no es inmediata.

Ejemplo 6.7
SealagraméticaG, = (VN, VT, S, P) donde :

VN ={ <nimero> , <digito> }
VT={0123,45,6,78,9}
S = <ndmero>

Lasreglas de produccion P son :

<numero> ::= <digito> <nimero>

<numero> ::= <digito>

<digito>::=0]1|2|3|4|5|6|7|8]9
Determinar €l lenguaje que genera.

Solucién : A continuaci 6n se muestran algunas sentenciasdel |enguaje generado por
esta gramatica.

-16 -
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<ndmero > - <digito ><ndmero >- 7 <ndmero >- 72
<ndmero > <digito >- 7
<ndmero > - <digito>- 0

<ndmero > - <digito ><ndmero > <digito ><digito ><ndmero > [T 235

L(G,) ={conjunto de los nimeros naturales en base diez} .

Ejemplo 6.8
SealagraméticaGg = ({A,S}, {a,b}, S, P) donde las reglas de produccion son :

S - aS
S - aA
A - bA
A>b

Determinar €l lenguaje que genera esta gramética.

Solucién : Se muestran algunas sentencias del lenguaje generado por la gramética.
S aS - aaA - aab
S-aA - ab
S - aS - aaS - aaaS - [II- a"S - a"aA - a"*'b

S - aA - abA - abbA - abbbA - 1T ab"A - ab"*!

El lenguaje generado se puede definir con la siguiente expresion regular, cuya
definicién se estudiara en el capitulo 9.

L(Gg) =aa bb

-17 -
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CAPITULO 7: JERARQUIA DE LASGRAMATICAS

Chomsky defini6 cuatro tipos distintos de gramaticas en funcion de laforma de las
reglas de derivacion P (Chomsky, 1959). La clasificacion comienza con un tipo de
graméticas que pretende ser universal, aplicando restricciones a sus reglas de derivacion
se van obteniendo los otros tres tipos de graméticas. Esta clasificacion es jerarquica, es
decir cada tipo de gramaticas engloba a todos |0s tipos siguientes.

7.1 Gramaticas detipo O

También |lamadas gramaticas no restringidas o gramaticas con estructura de frase.
Lasreglas de derivacion son de laforma:

oa-p

sendoo [ VNOVT)" 'y B VNOVT)', es decir la Unica restriccion es que no puede

haber reglas delaformaA — 3 donde A eslacadenavacia.

7.1.1 Ejemplos

Todas|as gramaticas mostradas en |os ggemplos del capitulo 6 son detipo O, puesen
ninguna de €ellas existe laproduccion A — B siendo A la cadena vacia.

7.2 Gramaticasdetipo 1

Tambien llamadas gramaticas sensibles al contexto (en inglés context sensitive). En
ellas las reglas de produccién son delaforma:

aAB - ayfP
sendo A OVN; o, 0 VNOVT) yyQ VNOVT)*".
Estas graméticas se llaman sensibles a contexto, pues se puede reemplazar A por y

siempre que estén en el contexto a...3 .

7.2.1 Ejemplos de gramaticasdetipo 1

A continuacion se muestran varios jemplos de gramaticas de tipo 1, que se adaptan
aladefinicién anterior.

-18 -
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Ejemplo7.2.1.1

LagraméticaG = ({SA,B}, {a,b}, S, P) cuyas producciones P se muestran a conti-
nuacion es detipo 1.

S - aB A - bAA

S & bA B_-b

A - a B - bS

A - aS B - aBB
Ejemplo7.2.1.2

LagramaticaG = (VN, VT, S, P) donde VN = { <nimero>, <digito>}; VT ={ 0,
1,2 3,4,5,6,7,8, 9}; S=<nimero>y las reglas de produccion P que se muestran a
continuacién es de tipo 1.

<numero> ::= <digito> <nimero>
<numero> ::= <digito>
<digito>::=0|1]2|3|4|5|6|7|8|9

Ejemplo 7.2.1.3

LagraméticaG = ({a,b}, {A,S}, S P) donde P son las producciones que se muestran
acontinuacion es detipo 1.

S - aS
S - aA
A - bA
A>b

7.2.2 Ejemplos de gramaticas que No son detipo 1

A continuacion se muestran algunos € emplos de gramaticas que no son detipo 1, y
gue pueden ilustrar mejor la definicidn de estas graméticas.

Ejemplo7.22.1

La gramatica definida como G=({$S}, {a,b}, S P) donde P son las siguientes
producciones :

-19 -
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S - aaaaShbbb
a%h - ab

LaproduccionaSh — ab noesdel tipo 1, puessesustituye Spor vacio en el contexto
a..b.

Sinembargo si seestaproducciénfueraS — ab oaSh - abb, entoncesseriadetipo

Ejemplo7.2.2.2
LagraméticaG = ({ SA}, {a,b}, S P) con las producciones P siguientes :

S - abAS
abA - baab
S-a
A>b

No es del tipo 1, ya que la producciéon abA — baab no es sensible a contexto. Lo
serias fueseabA - abab.

7.2.3 Propiedades de las graméticasdetipo 1

A continuacion se presenta la propiedad de no decrecimiento de las graméticas de
tipo 1, que se presenta en forma directa e inversa, o cual permite intercambiar dicha
propiedad con la definicién dada anteriormente.

7.2.3.1 Propiedad de no decrecimiento

L as cadenas que se obtienen en cual quier derivacion de una gramatica de tipo 1 son
de longitud no decreciente, es decir :

a-pB O[BIxal

y que se puede enunciar como la longitud de |a parte derecha de la produccion es mayor
oigual aladela parteizquierda.

La demostracion es inmediata. Si se define una produccion de un lengugje tipo 1
como :

aAB - ayP
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siendoy { VNOVT)", esdecir y nunca puede ser la cadena vacia, lo que implica que
|y |21y como | A | como minimo vale 1, queda demostrada la propiedad :

|aAB] < JayB|

7.2.3.2 Propiedad de sensibilidad al contexto

También se puede demostrar (Fernandez y Saez Vacas, 1987, pag. 442) que si todas
las reglas de una gramética cumplen lacondicidn de no decrecimiento, se puede hallar una
graméticaequival ente con las producciones sensibles al contexto. Esta segunda propiedad
combinada con la primera hace que se puedaintercambiar |a caracteristica de no decre-
cimiento con ladefinicion.

Ejemplo 7.2.3.3
SealagraméticaG = ({ SB,C}, {a,b,c}, S, P) donde P son las producciones :

S - asBC
S - aBC
CB - BC
bB - bb
bC - bc
cC - cc
aB - ab

La gramética anterior no es de tipo 1 segun la definicion dada, ya que la regla
CB - BC no respeta &l contexto. Sin embargo puede apreciarse que todas las reglas de
esta gramatica son no decrecientes, por o tanto es posible encontrar una gramética equi-
valente que genere el mismo lenguaje. Se puede sustituir lareglaCB — BC por :

CB - XB

XB - XY
XY - BY
BY - BC

Puede observarse que ambas graméticas son equivalentesy que generan el lengugje :

L(G)={a'b"c"/n>1}
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7.3 Gramaticas detipo 2

Lasgraméticas detipo 2 también se denominan gramaticas de contextolibreolibres
de contexto (en inglés context free). Sus reglas de produccion tan solo admiten tener un
simbolo no terminal en su parte izquierda, es decir son delaforma:

A«
sendo A OVNy o VNOVT)*.

Si cadaregla se representa como un par ordenado (A, a ), e conjunto P es un sub-
conjunto del conjunto producto cartesiano VN x ({VN O VT})", esdecir :

PO Nx({VN}Z VT}H)}

La denominacion contexto libre se debe a que se puede cambiar A por a, indepen-
dientemente del contexto en que aparezca A.

Ejemplo 7.3.1

LagraméticaG = ({SA,B}, {a,b}, S, P) cuyas producciones P se muestran a conti-
nuacion es de tipo 2.

S . aB A - bAA

S - bA B_-b

A - a B - bS

A - aS B - aBB
Ejemplo 7.3.2

LagramaticaG = (VN, VT, S, P) donde VN = { <ndmero>, <digito>}; VT ={ 0,
1,2 3,4,5,6,7,8, 9}; S=<nimero>y las reglas de produccion P que se muestran a
continuacién es de tipo 2.

<numero> ::= <digito> <nimero>
<numero> ::= <digito>
<digito>::=01]2|3|4|5|6|7|8|9

Ejemplo 7.3.3

LagraméticaG = ({a,b}, {A,S}, S P) donde P son |as producciones que se muestran

acontinuacion es detipo 2.
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S - aS
S - aA
A - bA
A>b

7.4 Gramaticasdetipo 3

Las gramaticas de tipo 3 tambien denominadas regulares o gramaticaslinealesala
derecha comienzan sus reglas de produccion por un simbolo terminal, que puede ser
seguido o no por un simbolo no terminal, es decir son delaforma:

A - aB
A - a

dondeA,B OVNy O VT.

Ejemplo7.4.1

LagraméticaG = ({a,b}, {A,S}, S P) donde P son |as producciones que se muestran
acontinuacion es detipo 3.

S - aS
S - aA
A - bA
A>b

7.5 Lenguajes con la cadena vacia

Segun las definiciones anteriores la cadena vacia no puede aparecer en ningun len-
guajedetipo 1, 2 0 3. Supongamos que deseamos afadir la cadena vacia a un lengugje.

Se pretende crear un nuevo lenguaje L', a partir del lenguge L de tal forma que:
L=L"N
Bastara afiadir A de algiin modo ala descripcion del lenguaje L.

Unaformade hacer esto esafiadir lasiguienteregladeproduccién S — A alasreglas
de la gramética que describe L. Pero se habia impuesto a las reglas de las gramaticas de
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tipola AR - ayp conlacondiciondey # ) paracumplir lapropiedad de no
decrecimiento. Si seafiade S — A seranecesario imponer la condicién de que no aparezca
en la parte derecha S, tal y como se veraen el teorema 7.5.1

Teorema7.5.1

Si G esunagramaticadetipo 1, 2, o 3 puede encontrarse una gramética equivalente
G’ detipo 1, 2 o 3 respectivamente, tal que L(G')=L(G) y ademas su simboloinicial S,
no aparece en & segundo término de ningunareglade G'. Es decir si 1G=(VT,VN,P,S)
se puede encontrar G'=(VT,VN',P,S) donde P=P{ S - a/(S - a)OP}. La
demostracion se puede encontrar en las paginas 437-438 del libro Fundamentos de
Informatica, Fernandez G. y Séez VacasF.).

Corolario 7.5.2

SiL esunlengugedetipol,2o03entoncesL [N} yL —{N sonlenguaesdetipo
1, 2, 0 3 respectivamente.

Corolario 7.5.3

DadaunagramaticaG cualquieradetipo 1, 20 3 sepuedeobtener otraG’,conS’ — A
deformaquelL(G’) =L(G) N

7.6 Relacion deinclusion

L os cuatro tipos de gramati cas estudiados anteriormente (tipo O, tipo 1, tipo 2, y tipo
3), cada una de €ellas tiene restricciones més fuertes que las anteriores. Las gramaticas de
tipo 0, contienen atodas las demas. Las detipo 1 contienen alasdetipo 2y tipo 3. Y por
ultimo las de tipo 2 contienen alas de tipo 3. Es decir una gramatica de tipo 3 es de tipo
2,tipo 1y tipo 0. Por lo tanto sedefine unajerarquia de gramaticasrespectodelarelacion
de inclusion, que se puede representar graficamente mediante € diagramade lafigura 1.
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JERARQUIA DE LAS GRAMATICAS
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Fig. 1 : Relacion de inclusién entre los distintos tipos de gramaticas
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CAPITULO 8: CORRESPONDENCIA ENTRE
GRAMATICASY LENGUAJES

Sedenominalenguajedetipo 0 al generado por unagraméticadetipo 0. Delamisma
forma, sedenominan lenguajesdetipo 1, tipo 2, y tipo 3, alosgeneradospor lasgraméticas
detipo 1, tipo 2, y tipo 3, respectivamente.

Si loslenguajes generados por | os distintostipos de graméticas se serel acionan entre
si con respecto alarelacion deinclusion se obtiene :

{L(Gy)} U{L(GHID {L(GYR {L(Go)}

Seguin lo visto anteriormente existe una correspondencia entre las gramaticas y los
lenguajesdetal formaque se generaunajerarquiadelenguajes analogaalamostrada para
las gramaticas, que se puede representar graficamente mediante el diagrama de lafigura
2.
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CORRESPONDENCIA ENTRE
LOS LENGUAJES Y LAS GRAMATICAS
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Fig. 2 : Correspondencia entre gramaticas y lenguajes
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CAPITULO 9: EXPRESIONES REGULARES

Anteriormente se estudiaron los lenguajes formales, y se vio como en algunos
gjemplosno erafacil representar |oslenguajes de unamaneracondensada. En este capitulo
Se va a presentar una herramienta, las expresiones regulares, para describir lengugjes de
tipo 3 o lengugesregulares.

Las expresiones regulares se introducen para describir los lenguaes regulares,
entonceslasexpresionesregul ares serdn metalenguajes. Esdecir lasexpresionesregulares
son un metalenguaje para describir los lenguajes regulares.

9.1 Operaciones con loslenguajesregulares

a) Uniodn o alternativa : Sean dos lengugj es definidos sobre un mismo alfabeto, se
denominaunion delosdoslengugjes a conjunto formado por las cadenas que pertenezcan
indistintamente a uno u otro de los dos lenguajes. Formalmente se puede expresar :

L,OL,={x/x 0L, Ox 0L}

b) Concatenacion : Sean dos lenguajes definidos sobre e mismo alfabeto, se
denomina concatenacion de los dos lenguajes al conjunto de todas las cadenas formadas
concatenando unapal abradel primer lengugj e con otradel segundo. Formal mente sepuede
expresar :

LL,={xx/x OL Ox, 0L}

¢) Potencia de un lenguaje : Desde un punto de vista estricto esta no es una nueva
operacion, sino un caso particular de la anterior. Se denomina potencia i-ésima de un
lenguaje a la operacion que consiste en concatenarlo consigo mismo i-veces. En el caso
dei=0, €l resultado es &l conjunto vacio.

d) Cierreuoperacionestrella : Laoperacioncierredeunlengugjel esotrolenguaje
L™ obtenido uniendo el lenguaje L con todas sus potencias posibles, incluso L°. Formal-
mente se puede expresar como :

U'={3 U LU LLL} O ﬁ_ool_“

e) Cierre positivo : La operacion cierre positivo de un lenguaje L es otro lengugje
L* obtenido uniendo el lenguaje L con todas sus potencias posibles, excepto L°. Formal-
mente se puede expresar como :
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L'={} @ LU LLL} 0= ﬁ_oll_“

9.2 Operaciones con las expresionesregulares

Si a esunaexpresion regular, entonces{o} esel conjunto descrito por laexpresion
regular a. También se puede decir que a denota el lenguaje de la cadenaa.

L as expresiones regulares describen los lenguajes regulares, luego sus operaciones
corresponderan a las indicadas para los lengugjes regul ares.

a) Unidn o alternativa: Si a y 3 son expresiones regulares, o | 3 es una expresion
regular tal que:

{alB = {o} BB}
es decir puede aparecer a o 3 indistintamente.

b) Concatenacion : Si ay 3 sonexpresionesregulares, o 3 esunaexpresion regular

tal que {a B} = {a} {B}

c) Cierreu operacion estrella: Si a es una expresion regular, entonces a” es una

expresion regular que denota{ o }". Es decir denota las cadenas::

A

a

oo

oo

oo

11

aaoo Tor

d) Cierre positivo : Si o es una expresion regular, entonces a* es una expresion
regular que denota{ a }*. Esdecir denotalas cadenas :
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oo
ooa

oo

11

caoo Tor

9.3 Precedencia de las operaciones

Se permite €l uso de paréntesis paraindicar la precedencia de las operaciones, pero
cuando no se utilizan paréntesisparaeval uar unaexpresionregular, hay quetener en cuenta
el siguiente orden de precedencia :

12- Uso de paréntesis

22.- Operacion cierre y cierre positivo
32.- Operacion concatenacion

42.- Alternativa

9.4 Teorema

Dos expresiones regulares son iguales, si designan al mismo conjunto regular.

9.5 Propiedades
A partir del teorema anterior se pueden enunciar las siguientes propiedades :

a) Asociatividad de la operacion concatenacion
a(By)=(aB)y
b) Distributividad de la operacion alter nativa respecto de la concatenacion
aBlay = a(Bly)
c) A es el elemento neutro de la concatenacion, es decir
oA = Ao = 0

d) Propiedadesde la operaciéon cierre
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d)@[B) = @ [B) = (@B)
d2)@[N = (@|N = o
d3)aa |A = o

ddAN = A

Ejemplo 9.6

Sea el vocabulario {a,b} y la expresion regular aa bb” . Indicar el lengusje que
denota, y algunas cadenas de dicho lengugje.

Solucién : Algunas cadenas son:

ab
aab
aaaab
abbbb
abb
aaaab

El lenguaj e que se describe es L ={ cadenas que comienzan por unaay continuan con
varias 0 ninguna a, y siguen con unab y continuan con varias o ninguna b}

Ejemplo 9.7

Sea el vocabulario {0,1}, la expresion regular 1(01) denota el conjunto de cadenas
gue empiezan por 1y van seguidas por (01) cualquier n° de veces o ninguna.
Ejemplo 9.8

Seael vocabulario { 0,1}, laexpresion regular (0 | 1)"denota el conjunto de nimeros
en base 2.

Ejemplo 9.9

Sea € vocabulario {0, 1, 2}, la expresion regular (0|1 | 2)'denota € conjunto de
numeros en base 3.
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Ejemplo 9.10

Dadalaexpresion regular (a | b), @ lenguaje que denota es el que se puede formar

con todas las cadenas compuestas por a 'y b incluida la cadena vacia. Algunos g emplos
de sentencias de este lenguaje son :

Ejemplo9.11

Seael vocabulario {1,2,3}, laexpresionregular (1|2)" 3indicael conjunto detodas

las cadenas formadas con los simbolos 1 y 2, sucediéndose cualquier n° de veces (y en
cualquier orden), y siempreterminando lacadenaen €l simbolo 3. Ejemplosde sentencias :

3 23

13 223

123 113

11113 121211223

221113 111212213
Ejemplo 9.12

Sea el vocabulario {a,b,c}, la expresion regular a | bc denota el lengugje formado
por las sentencias a'y bc.
Ejemplo 9.13

Sea el vocabulario {a,b}, la expresion regular ((a | b) (a | b)) denota e lenguaje
compuesto por todas las cadenas cuya longitud es cero o un n° par, y estdn compuestas
solamente por € simbolo a, €l simbolo b, o por simbolosay b.
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Ejemplo9.14

Sea el vocabulario {a,b}, laexpresién regular (a | b)(a | b) denota el lenguaje com-
puesto por todas |las cadenas de longitud dos formadas con los simbolos a 'y b. Se pueden
definir por enumeracion { aa